
1990 年全国硕士研究生入学统一考试数学二试题解析 

一、填空题(本题共 5小题,每小题 3分,满分 15分.) 

(1)【答案】
1 33( 3)
8 8

y x− = −

【解析】将
6

t π
= 代入参数方程得 ,x y 在

6
t π
= 处的函数值:

6

3 3
8t

x π
=

= ,
6

1 ;
8t

y π
=

=

得切点为
3 1( 3, )
8 8

. 

过已知点 0 0( , )x y 的法线方程为 0 0( )y y k x x− = − ,当函数在点 0 0( , )x y 处的导数

0
0

x x
y

=
′ ≠ 时,

0

1
( )

k
y x

=
′

.所以需求曲线在点
6

t π
= 处的导数.

由复合函数求导法则,可得  

dy dy dt dy dx
dt dtdx dt dx

= ⋅ =
2

2

3sin cos
3cos sin

t t
t t

=
−

tan t= − ,
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6

1
3x t

y π
=

′ = − ； 

法线斜率为 3.k = 所以过已知点的法线方程为
1 33( 3).
8 8

y x− = −  

【相关知识点】复合函数求导法则： 

如果 ( )u g x= 在点 x 可导,而 ( )y f x= 在点 ( )u g x= 可导,则复合函数 [ ]( )y f g x=

在点 x 可导,且其导数为 

( ) ( )dy f u g x
dx

′ ′= ⋅ 或
dy dy du
dx du dx

= ⋅ . 

(2)【答案】

1 1tan tan2
2 2

1 1 1 1 1sec sin cosx xe e
x x x x x

 − − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅   
  

 

【解析】原函数对 x 求导,有 

1 1 1tan tan tan1 1 1sin sin sinx x xy e e e
x x x

′ ′ ′     ′ = ⋅ = ⋅ + ⋅     
    

 

1 1tan tan1 1 1 1tan sin cosx xe e
x x x x

′ ′   = ⋅ + ⋅   
   

 

1 1tan tan2
2 2

1 1 1 1 1sec sin cos .x xe e
x x x x x

 − − = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅   
  

 

【相关知识点】1.两函数乘积的求导公式： 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ . 

2.复合函数的求导法则: 

如果 ( )u g x= 在点 x 可导,而 ( )y f x= 在点 ( )u g x= 可导,则复合函数 [ ]( )y f g x=  

在点 x 可导,且其导数为 

( ) ( )dy f u g x
dx

′ ′= ⋅ 或
dy dy du
dx du dx

= ⋅ . 

(3)【答案】
4

15
 

【解析】 对于原定积分,有换元法或拆项法可选择,不管是何种方法,最终的目的都是去 

掉积分式子中的根式或使得根式积分可以单独积分出结果. 

方法 1：换元法,令 1 x t− = ,原积分区间为0 1x≤ ≤ ,则0 1 1x≤ − ≤ ,进而0 1 1x≤ − ≤ ,

新积分区间为0 1t≤ ≤ ；当 0x = 时, 1t = ,当 1x = 时, 0t = ,故新积分上限为 0,下限为 1. 

1d x dt− = ⇒
1 1

22 1
dt dx dx

tx
− −

= =
−

,则 2dx tdt= − . 
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原式 
0 2

1
(1 ) ( 2 )t t tdt= − ⋅ ⋅ −∫  

( )
1

1 2 4 3 5

0
0

1 12 2
3 5

t t dt t t = − = − 
 ∫  

1 1 42 .
3 5 15

 = − = 
 

 

方法 2：拆项法, ( )1 1x x= − + , 

原式 ( )
1

0
1 1 1x xdx= − + −  ∫  

( )
31 1
2

0 0
1 1xdx x dx= − − −∫ ∫  

( ) ( )
1 13 5

2 2

0 0

2 21 1
3 5

x x= − − + −
2 2 4 .
3 5 15

= − =  

(4)【答案】> 

【解析】由于
3xe−
,

3xe 在[ 2, 1]− − 连续且
3xe− >

3xe ,根据比较定理得到 

31

2

xe dx
− −

−
>∫

31

2

xe dx
−

−∫ . 

【相关知识点】对于相同区间上的定积分的比较,有“比较定理”如下： 

若 ( )f x 与 ( )g x 在区间[ , ]a b ( ,a b 为常数, a b< )上连续且可积,且 ( )f x ≥ ( )g x ,则

有 ( ) ( ) .
b b

a a
f x dx g x dx≥∫ ∫  

(5)【答案】1 
【解析】对于分段函数的复合函数求解必须取遍内层函数的值域,不能遗漏,求出复合后

函数的所有可能的解析式. 

根据 ( )f x 的定义知,当 | | 1x ≤ 时,有 ( ) 1.f x = 代入 [ ( )]f f x ,又 (1) 1.f = 于是当 | | 1x ≤

时,复合函数 [ ( )] 1f f x ≡ ； 

当 | | 1x > 时,有 ( ) 0.f x = 代入 [ ( )]f f x ,又 (0) 1,f = 即当 | | 1x > 时,也有 [ ( )] 1f f x ≡ . 

因此,对任意的 ( , )x∈ −∞ +∞ ,有 [ ( )] 1f f x ≡ . 

 

二、选择题(每小题 3 分,满分 15分.) 

(1)【答案】C 

【解析】本题考查多项式之比当 x →∞时的极限. 

由题设条件,有 
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2 2(1 ) ( )lim lim 0
1 1x x

x a x a b x bax b
x x→∞ →∞

   − − + −
− − = =   + +   

, 

分析应有
1 0,

0,
a

a b
− =

 + =
 否则

2(1 ) ( )lim 0
1x

a x a b x b
x→∞

 − − + −
≠ + 

. 

所以解以上方程组,可得 1, 1.a b= = − 所以此题应选 C. 

(2)【答案】B 

【解析】由函数的不定积分公式: 

若 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数, ( ) ( )f x dx F x C= +∫ , ( ) ( )dF x f x dx= ,有 

[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) .d f x dx f x dx dx f x dx′= =∫ ∫  

所以本题应该选(B). 

(3)【答案】A 

【解析】本题考查高阶导数的求法. 

为方便记 ( )y f x= .由 2y y′ = ,逐次求导得 

32 2 ,y yy y′′ ′= = 2 43! 3! ,y y y y′′′ ′= = , 

由第一归纳法,可归纳证明 ( ) 1!n ny n y += . 

假设n k= 成立,即 ( ) 1!k ky k y += ,则 

( )( 1) ( ) 1! 1 !k k k ky y k y k y y+ +′ ′ ′   = = = + ⋅     

( ) ( )1 11 ! kk y + += + , 

所以 1n k= + 亦成立,原假设成立. 

(4)【答案】A 

【解析】对 ( ) ( )
xe

x
F x f t dt

−

= ∫ 两边求导数得 

( ) ( )( ) ( )( )x xF x f e e f x x− −′ ′ ′= − ( ) ( ).x xe f e f x− −= − −  

故本题选 A. 

【相关知识点】1.对积分上限的函数的求导公式： 

若
( )

( )
( ) ( )

t

t
F t f x dx

β

α
= ∫ , ( )tα , ( )tβ 均一阶可导,则 

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )F t t f t t f tβ β α α′ ′ ′= ⋅ − ⋅ . 

2.复合函数求导法则： 

如果 ( )u g x= 在点 x 可导,而 ( )y f x= 在点 ( )u g x= 可导,则复合函数 [ ]( )y f g x=  
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在点 x 可导,且其导数为 ( ) ( )dy f u g x
dx

′ ′= ⋅ 或
dy dy du
dx du dx

= ⋅ . 

(5)【答案】B 

【解析】由于         
0 0 0

( ) ( ) (0)lim ( ) lim lim
0x x x

f x f x fF x
x x→ → →

−
= =

−
, 

由函数在一点处导数的定义, 

                    0 0
0 0 0

( ) ( )( ) lim lim ,
x x

f x x f xyf x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ = =
∆ ∆

 

得
0

lim ( ) (0) 0 (0) (0),
x

F x f f F
→

′= ≠ = =  

所以函数不连续,且极限存在但不等于函数值,故为第一类(可去)间断点,故本题选 B. 

【相关知识点】1. 函数 ( )y f x= 在点 0x 连续：设函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域内有定义,

如果
0

0lim ( ) ( ),
x x

f x f x
→

= 则称函数 ( )f x 在点 0x 连续. 

2.函数 ( )f x 的间断点或者不连续点的定义：设函数 ( )f x 在点 0x 的某去心邻域内有定义,

只要满足一下三种情况之一即是间断点. 

(1) 在 0x x= 没有定义； 

(2) 虽在 0x x= 有定义,但
0

lim ( )
x x

f x
→

不存在； 

(3) 虽在 0x x= 有定义,且
0

lim ( )
x x

f x
→

存在,但
0

0lim ( ) ( );
x x

f x f x
→

≠  

通常把间断点分成两类：如果 0x 是函数 ( )f x 的间断点,但左极限 0( )f x−
及右极限

0( )f x+
都存在,那么 0x 称为函数 ( )f x 的第一类间断点；不是第一类间断点的任何间断点,

称为第二类间断点. 

 

三、(每小题 5分,满分 25分.) 

(1)【解析】此题考查重要极限：
1lim(1 ) .x

x
e

x→∞
+ =  

(1 )
lim( ) lim

(1 )

x

x

x x x

a
x a x

ax a
x

→∞ →∞

++
=

− − ( )

(1 )
lim

(1 )

x a
a

xx a
a

a
x

a
x

⋅

→∞ ⋅ −
−

+
=

−

2 9
a

a
a

e e
e−= = = , 

得 2 ln 9a = ln 3a⇒ = . 

或由            

2
2 22lim( ) lim 1

x a x a
a x ax a

x x

x a a e
x a x a

−
⋅ ⋅
−

→∞ →∞

+  = + = − − 
, 

同理可得 ln 3a = . 

(2)【解析】方程两边求微分,得 

更多考研资料分享+qq810958634

更多考研资料分享+qq810958634



2dy dx− ln( ) ( ) ( ) ln( )x y d x y x y d x y= − ⋅ − + − ⋅ −  

( ) ln( ) ( ) dx dydx dy x y x y
x y
−

= − − + −
−

, 

整理得 
2 ln( )
3 ln( )

x ydy dx
x y

+ −
=

+ −
. 

(3)【解析】对分式求导数,有公式 2

u u v uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

,所以 

2

2 2 2 3

2 2(3 1),
(1 ) (1 )

x xy y
x x

− −′ ′′= =
+ +

, 

令 0y′′ = 得
1
3

x = , y′′在此变号,即是
1
3

x < 时, 0;y′′ < 1
3

x > 时, 0;y′′ >  

故拐点为
1 3( , )

43
. 

【相关知识点】1.拐点的定义：设函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域连续,函数 ( )f x 的图形在点

0x 处的左右侧凹凸性相反,则称 0 0( , ( ))x f x 为曲线 ( )f x 的拐点. 

2.拐点判别定理： 

(1)设函数 ( )f x 在 0 0( , )x xδ δ− + 连续,在去心邻域 { }0 0 0( , ) \x x xδ δ− + ,就是区间 

0 0( , )x xδ δ− + 内不包括点 0x 二阶可导,且 0( )( )f x x x′′ − 在 00 x x δ< − < 上不变号,则 

0 0( , ( ))x f x 为拐点. 

(2)设函数 ( )f x 在 0 0( , )x xδ δ− + 二阶可导, 0( ) 0,f x′′ = 又 0( ) 0,f x′′′ ≠ 则 0 0( , ( ))x f x  

为拐点. 

本题利用第一个判别定理就足够判定所求点是否是拐点了. 

(4)【解析】由 2 2

(1 ) 1
(1 ) (1 ) (1 )

dx d x d
x x x

− −
= =

− − −
有 

2

ln 1ln ( )
(1 ) 1

x dx xd
x x

=
− −∫ ∫

ln 1 1( )
1 1

x dx
x x x
− +

− −∫分部法  

ln ln |1 |
1
x x x C

x
= + − +

−
,    C 为任意常数. 

注：分部积分法的关键是要选好谁先进入积分号的问题,如果选择不当可能引起更繁杂的计
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算,最后甚至算不出结果来.在做题的时候应该好好总结,积累经验. 

【相关知识点】分部积分公式：假定 ( )u u x= 与 ( )v v x= 均具有连续的导函数,则 

,uv dx uv u vdx′ ′= −∫ ∫ 或者 .udv uv vdu= −∫ ∫  

(5)【解析】所给方程为一阶线性非齐次方程,其标准形式为 

1 1
ln

y y
x x x

′ + = . 

由于       ln | ln |
dx

x xe x∫ = ,两边乘以 ln x 得
ln( ln ) xy x

x
′ = . 

积分得     
lnln xy x dx C

x
= +∫ , 

通解为     
ln
2 ln
x Cy

x
= + . 

代入初始条件 1
x e

y
=
= 可得

1
2

C = ,所求特解为
ln 1
2 2ln

xy
x

= + . 

 

四、(本题满分 9分) 

【解析】对椭圆方程进行微分,有 2 2 0xdx ydy
a b

+ =
2

2

dy b x
dx a y

⇒ = − . 

过曲线上已知点 0 0( , )x y 的切线方程为 0 0( )y y k x x− = − ,当 0( )y x′ 存在时, 0( )k y x′= . 

所以点 ( , )x y 处的切线方程为
2

2 ( )b xY y X x
a y

− = − − ,化简得到 2 2 1xX yY
a b

+ = . 

分别令 0X = 与 0Y = ,得切线在 ,x y 上的截距分别为
2 2

,a b
x y

； 

又由椭圆的面积计算公式 abπ ,其中 ,a b为半长轴和半短轴,故所求面积为 

2 21 1 , (0, )
2 4

a bS ab x a
x y

π= ⋅ − ∈ . 

,a b为常数,欲使得 S 的最小,则应使得 xy 最大；从而问题化为求u xy= ( y 由椭圆方程所

确定)当 (0, )x a∈ 时的最大值点.  

令 , 0u xy u xy y′ ′= = + = ,得
yy
x

′ = ,再对
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 两边求导得 2 2 0x y y
a b

′+ = ,联
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合可得
2

ax = (唯一驻点),即在此点u xy= 取得最大, S 取得最小值. 

由于
00

lim ( ) lim ( )
x ax

S x S x
+ → −→

= = +∞ ,所以 ( )S x 在 (0, )a 上存在最小值,
2

ax = 必为最小

点,所求 P 点为 ,
2 2

a b 
 
 

. 

 

五、(本题满分 9分) 

【解析】证明不等式的一般方法是将表达式移到不等号的一边,令其为 ( )f x ,另一边剩下 0,

再在给定区间内讨论 ( )f x 的单调性即可证明原不等式.    

令
1( ) arctan

2
f x x

x
π

= + − ,则 2 2

1 1( ) 0   ( 0)
1

f x x
x x

′ = − < >
+

.因此, ( )f x 在 

(0, )+∞ 上单调减；又有 lim arctan
2x

x π
→+∞

= ,所以 

1 1lim ( ) lim ( ) lim 0
2 2x x x

f x
x x

π π
→+∞ →+∞ →+∞

= + − = = , 

故0 x< < +∞时, ( ) lim ( ) 0
x

f x f x
→+∞

> = ,所以原不等式得证. 

 

六、(本题满分 9分) 

【解析】方法 1：

1

1

1 ln( )
1

x tf dt
x t

=
+∫ ,由换元积分

1t
u

= , 2

1dt du
u
−

= ,
1:1t
x

→ ⇒ :1u x→ ； 

所以                 

1
1

1 1

1 ln ln( )
1 ( 1)

t
u x

x t uf dt du
x t u u

=

= =
+ +∫ ∫ . 

由区间相同的积分式的可加性,有 

  
1( ) ( )f x f
x

+ = 2

1 1 1

ln ln ln 1 ln
1 ( 1) 2

x x xt t tdt dt dt x
t t t t

+ = =
+ +∫ ∫ ∫ . 

方法 2：令
1( ) ( ) ( )F x f x f
x

= + ,则  

2

1lnln 1 ln( ) .11 1

x xxF x
x x x

x

−′ = + ⋅ =
+ +

 

由牛顿-莱布尼兹公式,有 

1

ln( ) (1)
x xF x F dx

x
− = ∫ 21 ln

2
x= , 
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而
1

1

ln(1) 0xF dx
x

= =∫ ,故
21 1( ) ( ) ( ) ln

2
F x f x f x

x
= + = . 

【相关知识点】牛顿-莱布尼兹公式：设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续, ( )F x 为 ( )f x 在[ , ]a b 上

的任意一个原函数,则有 

( ) ( ) ( ) ( ).
b b

aa
f x dx F x F b F a= = −∫  

 

七、(本题满分 9分) 

【解析】先求得切线方程：对抛物线方程求导数,得 

1
2 2

y
x

′ =
−

,过曲线上已知点 0 0( , )x y 的切线方程 

为 0 0( )y y k x x− = − ,当 0'( )y x 存在时, 0'( )k y x= . 

所以点 0 0( , 2)x x − 处的切线方程为 

0 0
0

12 ( )
2 2

y x x x
x

− − = −
−

, 

此切线过点 (1,0)P ,所以把点 (1,0)P 代入切线方程得 0 3x = ,再 0 3x = 代入抛物线方程得 

0 1y = ,
1 1(3) .

22 3 2
y′ = =

−
由此,与抛物线相切于 (3,1)斜率为

1
2
的切线方程为 

2 1x y− = . 

旋转体是由曲线 ( ),y f x= 直线 2 1x y− = 与 x 轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周所

形成的,求旋转体体积V ： 

方法 1：曲线表成 y 是 x 的函数,V 是两个旋转体的体积之差,套用已有公式得 

3 32 2

1 2

1( 1) ( 2)
4

V x dx x dxπ π= − − −∫ ∫  

3
33 2

1
2

1 1 1( 1) ( 2 )
4 3 2 6

x x x ππ π= ⋅ − − − = . 

方法 2：曲线表成 x 是 y 的函数,并作水平分割,相应于[ ],y y dy+ 小横条的体积微元,如上

图所示, 

22 ( 2) (2 1) ,dV y y y dyπ  = + − +   

1 

x  

y  

O 
1 2 

y  

3 
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于是,旋转体体积     
1 3 2

0
2 ( 2 )V y y y dyπ= − +∫ 4 3 2 11 2 12

04 3 2
y y yπ  = − + 

  6
π

= . 

【相关知识点】1.由连续曲线 ( )y f x= 、直线 ,x a x b= = 及 x 轴所围成的曲边梯形绕 x 轴

旋转一周所得的旋转体体积为：
2 ( )

b

a
V f x dxπ= ∫ . 

2.设 ( )f x 在 [ , ]a b 连续,非负, 0a > ,则曲线 ( )y f x= ,直线 ,x a x b= = 及 x 轴围成的平

面图形绕 y 轴旋转所得旋转体体积为： 2 ( )
b

a
V xf x dxπ= ∫ (可用微元法导出). 

 

八、(本题满分 9分) 

【解析】所给方程为常系数二阶线性非齐次方程 ,特征方程
2 4 4 0r r+ + = 的根为

1 2 2r r= = − ,原方程右端
ax xe eα= 中的 aα = . 

当 2aα = ≠ − 时,可设非齐次方程的特解
axY Ae= ,代入方程可得 2

1
( 2)

A
a

=
+

, 

当 2aα = = − 时,可设非齐次方程的特解
2 axY x Ae= ,代入方程可得

1
2

A = , 

所以通解为   
2

1 2 2( )                 ( 2)
( 2)

ax
x ey c c x e a

a
−= + + ≠ −

+
, 

2 2
2

1 2( )                   ( 2)
2

x
x x ey c c x e a

−
−= + + = − . 

【相关知识点】1.二阶线性非齐次方程解的结构：设 *( )y x 是二阶线性非齐次方程 

( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x′′ ′+ + = 的一个特解. ( )Y x 是与之对应的齐次方程 

( ) ( ) 0y P x y Q x y′′ ′+ + = 的通解,则 *( ) ( )y Y x y x= + 是非齐次方程的通解. 

2. 二阶常系数线性齐次方程通解的求解方法：对于求解二阶常系数线性齐次方程的通解

( )Y x ,可用特征方程法求解：即 ( ) ( ) 0y P x y Q x y′′ ′+ + = 中的 ( )P x 、 ( )Q x 均是常数,方程

变为 0y py qy′′ ′+ + = .其特征方程写为
2 0r pr q+ + = ,在复数域内解出两个特征根 1 2,r r ； 

分三种情况： 

(1) 两个不相等的实数根 1 2,r r ,则通解为 1 2
1 2 ;rx r xy C e C e= +  

(2) 两个相等的实数根 1 2r r= ,则通解为 ( ) 1
1 2 ;rxy C C x e= +  
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(3) 一对共轭复根 1,2r iα β= ± ,则通解为 ( )1 2cos sin .xy e C x C xα β β= + 其中 1 2,C C

为常数. 

3.对于求解二阶线性非齐次方程 ( ) ( ) ( )y P x y Q x y f x′′ ′+ + = 的一个特解
*( )y x ,可用待定

系数法,有结论如下： 

如果 ( ) ( ) ,x
mf x P x eλ= 则二阶常系数线性非齐次方程具有形如

*( ) ( )k x
my x x Q x eλ=  

的特解,其中 ( )mQ x 是与 ( )mP x 相同次数的多项式,而 k 按λ 不是特征方程的根、是特征方

程的单根或是特征方程的重根依次取 0、1或 2. 
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